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Chapitre 1

Un peu de cryptologie

1.1 Calculer modulo un nombre entier

1.1.1 On calculemodulo 5 c'est a dire avec les entiers compris entre 0 et 4. L'ensembl
de ces nombres peut étre noté
Zs=10;1,;2;3;4g:

Etablir la table d'addition de Zs.

1.1.2 On calculemodulo 3 c'est a dire avec les entiers compris entre 0 et 2. L'ensembl
de ces nombres peut étre noté
Z3=10;1, 29

Etablir la table de multiplication de Z.
1.1.3 Donner tous les nombres qui sont dans lI'ensemhigg.

1.1.4 E ectuer les calculs ci-dessous et réduire le résultat molu26.

a) 12+3 e) 13+13 i) 24+3 m) 12 15
b) 7+15 f) 5+20 ) 21+7 n) 20 25
c) 11+11 g) 21+22 k) 8+19 08 19
d) 15+8 h) 17 +16 ) 5+25 p) 5 25

1.1.5 E ectuer les calculs ci-dessous et réduire le résultat molu26.

a) 27 +33 c) 35+ 36

b) 41 +28 d) 72+100
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e) 132 150 g) 30 8

f) 53 12 hy 5 12

1.1.6 Pour chaque calcul donné a l'exercicg.1.5 réduire les nombres modulo 26 avant
d'e ectuer l'opération. On veillera a réduire le résultat nodulo 26 également, apres avoir
fait le calcul. Cela modi e-t-il le résultat nal ?

1.1.7 E ectuer les calculs ci-dessous et réduire le résultat molu26.

a) 6 3 e)5 6 i) 12 3 m) 14 5
b) 5 4 f) 10 4 )76 n) 25 2
c) 2 12 g) 15 3 k) 8 9 0) 4 11
d) 8 4 h) 5 7 ) 20 30 p) 6 6

1.1.8 E ectuer les calculs ci-dessous et réduire le résultat moldu26.

a) 27 33 e) 132 150
b) 41 28 f) 53 12
c) 35 36 g) 30 8
d) 72 100 h)y ( 5) 12

1.1.9 Pour chaque calcul donné a I'exercicé.1.8 réduire les nombres modulo 26 avant
d'e ectuer l'opération. On veillera a réduire le résultat nodulo 26 également, apres avoir
fait le calcul. Cela modi e-t-il le résultat nal?
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1.2 Le chire de César

1.2.1 On numérote les lettres majuscules de l'alphabet a partir d& Traduire le message
ILYACEUXQUIONTUNPISTOLETCHARGE

a l'aide d'une liste de nombres.

1.2.2 On donne la liste de nombres
M =(4;19 2,4, 20,2316, 20,8; 2; 17, 4; 20,18, 4,13, 19)

Trouver le message correspondantd .

1.2.3 Chirer le messageM de l'exercicel.2.2 a l'aide du code de César. Donner le
chi re sous forme d'une liste de nombres.

1.2.4 Chier le message
ILYACEUXQUIONTUNPISTOLETCHARGE

en utilisant le code de César.

1.2.5 J'ai chiré un message avec le code de César et le chi re réguit est
HWFHXATXLFUHXVHQW

Quel était le message secret?

1.2.6 Chirer le message donné ci-dessous a l'aide du décalage 7:
M =(19; 14 8;19 20)

Donner le résultat sous forme d'une liste de nombres.

Plutt que dire que le décalage vaut 7, on dira que lelef de chi rement vaut 7.

1.2.7 Trouver une technique pour déchi rer le message
C=1924111,;2511 2%

sachant qu'il a été codé a l'aide d'un décalage de 7.

1.2.8 Combien y a-t-il de décalages de type César possibles?
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1.2.9 Donner une technique générale pour déchirer un message éod l'aide d'un
décalage de César quelconque. Si lI'on note

N2 Zxy

le décalage utilisé, donner une formule qui donne le décatggermettant de déchirer le
message owlef de déchi rement notée

C2 Z

1.2.10 Jai chiré un message avec le décalage 13. Trouver la clef déchi rement.

1.2.11 On a pu intercepter le chire ci-dessous:
ARZTLVZCCZTVSIZEUVSILPVIV

On sait que I'expéditeur a chiré le message clair a l'aide deode de César, mais on
ignore la clef. Comment faire pour trouver le message claiCla revient acasser le code
de César

1.2.12 Chirer le messagem ci-dessous a l'aide du chi rement de César et la cl@4.
JAMAISPERSONNENAVAITETEAUSSITROPFORT

Donner toutes les étapes du chirement:
a) écrireM, la liste des nombres qui correspondent aux lettres du megsg
b) chirer M, c'est a dire donner la listeC des nombres calculés a l'aide de la formule

2°=(z+24) mod 26;

c) écrirec le chi re formé de la suite des lettres qui correspondent auxombres deC.

1.2.13 On donne ci-dessous le chirec obtenu a l'aide du chirement de César et la
clef4:

PEXSTMWWMXYHIIXPEWIHY GXMZMXI

Donner toutes les étapes du déchi rement:
a) écrire C, la liste des nombres qui correspondent aux lettres du megsa
b) déchirer C, c'est a dire donner la listeM des nombres calculés a I'aide de la formule

z=(z°+(26 4)) mod 26;
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c) écrire m le message formé de la suite des lettres qui correspondenk awwmbres
de M.

1.2.14 On a pu intercepter le chire ci-dessous:
SNBDRBUJVIDEJRBNQNAKNKAJENBPNWBKAJENBPNWB

Trouver le texte clair.
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1.3 Le chirement ane

1.3.1 Soit z un nombre deZ,s. On a vu quez peut représenter une lettre de l'alphabet
majuscule. On sait que pour le chirement de type César on clsit une clefn et que le
chi rement de z est calculé a l'aide de la formule

Z2°=z+n mod 26

On peut dé nir une autre méthode de chi rement, nomméehi rement ane en suivant
la procédure ci-dessous:

i) On choisit a et b deux nombres deZ ;
ii) On chire chaque lettre de la fagon suivante:

2°=(a z+ b mod 26

Cette facon de procéder souleve deux questions:
a) Peut-on choisira sans ré échir ?
b) Qu'en est-il pour le choix deb?

1.3.2 Chirer le message ci-dessous a l'aide du chirement ane aca=5 etb=3.

m = JAMAISPERSONNENAVAITETEAUSSITROPFORT

1.3.3 On a chiré un message a l'aide du chirement ane aveca=15etb=7. Le
chi re est donné ci-dessous:

QHGIYXRRXGVAPPGQHRPAVLGXKXGP

Déchi rer ce message.

1.3.4 Onachiré z2 Z, al'aide de la formule
’=a z+b

pour a et b choisis dansZ ¢ tel que a est inversible modulo 26.

Trouver une formule permettant de retrouverz a partir de z° a, et b.
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1.4 Plus grand diviseur commun et plus petit multiple
commun

1.4.1 Soit a et b deux entiers positifs. On notegcd(a; b, de I'anglais greatest common

divisior, le plus grand diviseur commun de et b.

Montrer que gcd(a; b existe.

On dira de plus quea et b sont premiers entre euxsi gcd(@; b =1

1.4.2 Trouver tous les diviseurs communs positifs de
a) 16 et 48,
b) 30 et 45,
c) 18 et 65.

1.4.3 Trouver le plus grand diviseur commun de
a) 35 et 65,
b) 135 et 156,
c) 49 et 99.

1.4.4 Trouver le plus grand diviseur commun de 17017 et 19210.

1.4.5 Trouver le plus grand diviseur commun de de 21331 et de 4394[Zutilisation
d'une calculette peut étre judicieuse.)

1.4.6 Trouver le plus grand diviseur commun de de 210632 et de 4231@ 'utilisation
d'un ordinateur peut étre judicieuse.)

1.4.7 Montrer que pour toutn 2 N, n et n+1 sont premiers entre eux.
1.4.8 Montrer que siaj b, alorsgcd(@; b = a.

1.4.9 Soit a et b deux nombres entiers. Supposons qu'il existe et s deux nombres,
également entiers, tels qua r + b s=1. Montrer que a et b sont premiers entre eux.
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1.5 Factoriser un nombre entier

1.5.1 Un nombre supérieur a 1 est dipremier s'il a exactement deux diviseurs: 1 et
lui-méme. Les nombres qui ne sont pas premiers sont ddsmposes

Soit n 2 N un nombre composé. Montrer qua admet un facteur inférieur ou égal éP n.

1.5.2 A l'aide du crible d'Eratosthéne, déterminer
inférieurs a 500.

2
21
41
61
81

101
121
141
161
181
201
221
241
261
281
301
321
341
361
381
401
421
441
461
481

3
23
43
63
83

103
123
143
163
183
203
223
243
263
283
303
323
343
363
383
403
423
443
463
483

5
25
45
65
85

105
125
145
165
185
205
225
245
265
285
305
325
345
365
385
405
425
445
465
485

7
27
a7
67
87

107
127
147
167
187
207
227
247
267
287
307
327
347
367
387
407
427
447
467
487

9
29
49
69
89

109
129
149
169
189
209
229
249
269
289
309
329
349
369
389
409
429
449
469
489

11
31
51
71
91

111

131

151

171

191

211

231

251

271

291

311

331

351

371

391

411

431

451

471

491

13
33
53
73
93

113

133

153

173

193

213

233

253

273

293

313

333

353

373

393

413

433

453

473

493

a la main
15 17
35 37
55 57
75 77
95 97
115 117
135 137
155 157
175 177
195 197
215 217
235 237
255 257
275 277
295 297
315 317
335 337
355 357
375 377
395 397
415 417
435 437
455 457
475 477
495 497

les nombres premiers

19

39

59

79

99

119
139
159
179
199
219
239
259
279
299
319
339
359
379
399
419
439
459
479
499

1.5.3 Ecrire un programme en python qui renvoie la liste de tous lesombres premiers

inférieurs a1CP. Utiliser le crible d'Eratosthéne.

1.5.4 Trouver un facteur de 4841.

1.5.5 Montrer que 521 est un nombre premier.
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1.5.6 Factoriser les nombres ci-dessous.

a) 200 e) 35 i) 713
b) 150 f) 77 j) 1147
c) 128 g) 143 k) 473

d) 164 h) 323 ) 493

m) 4897
n) 6319
0) 1591

p) 901



14

OCI Mathématiques

1.6 Puissances modulo un nombre entier

1.6.1 E ectuer les calculs ci-dessous et réduire le résultat moldu?.

a) 5° b) 2 c) 4°

d) 6°

1.6.2 E ectuer les calculs ci-dessous et réduire le résultat moldul?.

a) 816 b) 216 c) 1116

1.6.3 E ectuer les calculs ci-dessous:

a) 3> mod5 d) 5" mod 7 g) 11** mod 13
b) 2° mod 5 e) 6/ mod 7 h) 10*° mod 19
c) 3’ mod 7 f) 5% mod 13 ) 2'° mod 19

Que peut-on en déduire ?

1.6.4 Etablir la table de multiplication de Z;s.

1.6.5 Trouver l'inverse de 13 dan<Zis.

1.6.6 Donner la liste de tous les nombres inversibles dgs.

1.6.7 Expliquer pourquoi sia est inversible dansZ,s, alors

a@ 1 mod15

1.6.8 Etablir la table de multiplication de Z,;.

1.6.9 Trouver l'inverse de 13 dan<Z,;.

1.6.10 Donner la liste de tous les nombres inversibles @&;.

1.6.11 Expliquer pourquoi sia est inversible dansZ,;, alors

a? 1 mod?21

d) 516

i) 8*° mod 19
k) 12" mod 17

) 10" mod 17
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1.6.12 E ectuer les calculs ci-dessous:

a) 25 mod 133 e) 234° mod 667
b) 100 mod 133 f) 447> mod 667
c) 107 mod 133 g) 99" mod 667
d) 46> mod 133 h) 664° mod 667

1.6.13 Soitp=23 et g=31. On donne encoree=17.
a) Calculerd, l'inverse dee modulo(p 1) (g 1)=22 30 =660,
b) Ecrire la clef privée correspondante.
c) Ecrire la clef publique correspondante.
d) Chirer le message m =333 en utilisant la formule

e

c=m°® modn

sin=p q
e) Retrouver le message a partir du chi rec en utilisant la formule

d

m=c" modn

f) Chirer m =555,
g) Déchirer c=100.

1.6.14 Soitp=13 etg=19. On donne encoree=11.
a) Calculerd, linverse deemodulo(p 1) (g 1).
b) Ecrire la clef privée correspondante.
c) Ecrire la clef publique correspondante.
d) Chirer le message m =123 en utilisant la formule

c=m® modn

sin=p g
e) Retrouver le message a partir du chi rec en utilisant la formule

d

m=c modn

f) Chirer m =222.
g) Déchirer c=55.

1.6.15 Soitp=7 et q=23. On donne encoree=5.
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a) Calculerd, l'inverse deemodulo(p 1) (g 1).

b) Ecrire la clef privée correspondante.

c) Ecrire la clef publique correspondante.

d) Chirer le message m =111 en utilisant la formule

e

c=m® modn

sin=p g
e) Retrouver le message a partir du chi rec en utilisant la formule

d

m=c modn

f) Chirer m =22. Commenter le résultat.
g) Déchirer c=100.
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1.7 Solutions des exercices

+10|1]2]|3|4
001,234
1/1/2/3/4|0
111
212|3|4/0]1
3134|012
4,14/011|2|3
012
0(0|0]O0
1.1.2
1/0|1|2
210121

1.1.3 Zx=10,1,2,3,4,5;:::;20 21, 22,23, 24, 259

1.1.4
a) 15 e) 0 ) 1 m) 23
b) 22 f) 25 ) 2 n) 21
c) 22 g) 17 k) 1 o) 15
d) 23 h) 7 ) 4 p) 6
1.1.5
a) 8 c) 19 e) 8 g) 22
b) 17 d) 16 f) 15 h) 9
1.1.6
a)1+7=8 d) 20+22=42 16 mod 26
b) 15+2 =17 e)2 20= 18 8 mod 26

c) 9+10=19 fy1 12= 11 15 mod 26
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g) 4+18=22 h) 21+14=35 9 mod 26

Le résultat nal n'est pas modi é.

1.1.7
a) 18 e) 4 i) 10 m) 18
b) 20 f) 24 j) 16 n) 24
c) 24 g) 19 k) 20 0) 18
d) 6 h) 9 ) 2 p) 10

1.1.8

a) 27 33=891 7 mod 26 vu que891 =34 26+7

b) 41 28=1148 4 mod 26 vu que 1148 =44 26+4

c) 72 100=7200 24 mod 26 vu que 7200 = 276 26 + 24

d) 35 36 =1260 12 mod 26 vu que 1260 = 48 26 + 12

e) 132 150=19800 14 mod 26 vu que 19800 = 761 26 + 14

f) 53 12=636 12 mod 26 vu que 636 =24 26 + 12

g) 30 8=240 6 mod 26 vu que240=10 26 20

h) ( 5) 12= 60 18 mod26vuque 60=( 2) 26 8

1.1.9

al7=7

b) 15 20=30 4 mod 26

c) 9 10=90 12 mod 26
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d) 20 22=440=16 26+24 24 mod 26

e)2 20=40 14 mod 26

fy 1 12=12

g) 4 8=32 6 mod 26

h) 21 12=252=9 26+18 18 mod 26

Le résultat nal n'est pas modi é.

121

M = (8, 11, 24, 0, 2, 4, 20, 23, 16, 20, 8, 14, 13, 19, 20,
13, 15, 8, 18, 19, 14, 11, 4, 19, 2, 7, 0, 17, 6, 4)

1.2.2

ETCEUXQUICREUSENT

1.2.3

C=(, 22,5 7, 23, 0, 19, 23, 11, 5, 20, 7, 23, 21, 7, 16, 22)
1.2.4

LOBDFHXATXLRQWXQSLVWROHWFKDUJH

1.2.5

ETCEUXQUICREUSENT

1.2.6

m = TOITU
C = (0, 21, 15, 0, 1)

1.2.7 Le décalage permettant de déchirer vaul6 7 =19.
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M

(2, 17, 4, 20, 18, 4, 18)
CREUSES

m
1.2.8 Il y a 25 décalages si I'on excepte le décalage O qui n'est pantéressant.
1.29 ¢c=26 n

1.2.10 c=26 13 = 13; c'est le seul décalage qui permet de chirer et déchirer ac

la méme clef.

1.2.11 On procéedepar force brute: On teste les 25 décalages di érents de O et on trouve

la ligne qui a une signi cation.

ARZTLVZCCZTVSIZEUVSILPVIV
BSAUMWADDAUWTJIAFVWTIMQWJIW
CTBVNXBEEBVXUKBGWXUKNRXKX
DUCWOYCFFCWYVLCHXYVLOSYLY
EVDXPZDGGDXZWMDIYZWMPTZMZ
FWEYQAEHHEYAXNEJZAXNQUANA
GXFZRBFIIFZBYOFKABYORVBOB
HYGASCGJJIGACZPGLBCZPSWCPC
IZHBTDHKKHBDAQHMCDAQTXDQD

kkkkkkkhkkkkkkkkkkkkkkhkkkhkkk

JAICUEILLICEBRINDEBRUYERE
.
KBJDVFIJMMJDFCSJOEFCSVZFSF
LCKEWGKNNKEGDTKPFGDTWAGTG
MDLFXHLOOLFHEULQGHEUXBHUH
NEMGYIMPPMGIFVMRHIFVYCIVI
OFNHZINQQNHJIGWNSIIGWZDJIWJ
PGOIAKORROIKHXOTJIKHXAEKXK
QHPJIBLPSSPJLIYPUKLIYBFLYL
RIQKCMQTTQKMJIZQVLMJIZCGMZM
SIJRLDNRUURLNKARWMNKADHNAN
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TKSMEOSVVSMOLBSXNOLBEIOBO
ULTNFPTWWTNPMCTYOPMCFJPCP
VMUOGQUXXUOQNDUZPQNDGKQDQ
WNVPHRVYYVPROEVAQROEHLRER
XOWQISWZZWQSPFWBRSPFIMSFS
YPXRITXAAXRTQGXCSTQGINTGT
ZQYSKUYBBYSURHYDTURHKOUHU

S'il n'y a pas d'ordinateur a disposition, on peut se mettre @lusieurs et chacun essaye

un ou deux décalages.

1.2.12

M= (9, 0, 12, 0, 8, 18, 15, 4, 17, 18, 14, 13, 13, 4, 13, 0, 21, 0, 8,
19, 4, 19, 4, 0, 20, 18, 18, 8, 19, 17, 14, 15, 5, 14, 17, 19)

C = (7, 24, 10, 24, 6, 16, 13, 2, 15, 16, 12, 11, 11, 2, 11, 24, 19, 2 4,
6, 17, 2, 17, 2, 24, 18, 16, 16, 6, 17, 15, 12, 13, 3, 12, 15, 17)

¢ = HYKYGQNCPQMLLCLYTYGRCRCYSQQGRPMNDMPR

1.2.13

C = (15, 4, 23, 18, 19, 12, 22, 22, 12, 23, 24, 7, 8, 8, 23, 15, 4, 22 ,
8, 7, 24, 6, 23, 12, 25, 12, 23, 8)

M = (11, O, 19, 14, 15, 8, 18, 18, 8, 19, 20, 3, 4, 4, 19, 11, O, 18, 4 :

3, 20, 2, 19, 8, 21, 8, 19, 4)

LATOPISSITUDEETLASEDUCTIVITE

3
I

1.2.14

m = JESUISLAMAUVAISEHERBEBRAVESGENSBRAVESGENS

13.1

a) Non; en e et, il faut que a soit inversible modulo 26. En clair, il doit exister un

nombre dansZg, noté a° tel quea a°® 1 mod 26

b) Le nombreb peut étre choisi au hasard dang .
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1.3.2

¢ = WDLDRPAXKPVQQXQDEDRUXUXDZPPRUKVACVKU

1.3.3

m = LATOPISSITUDEETLASEDUCTIVITE
1.3.4 Soita’tel quea® a 1 mod 26 On peut écrire
z=a (z° p=a 22 ahb

1.4.1 L'ensembleD des diviseurs communs da et b n'est pas vide, carljaetlj b
Vu que I'ensemble des diviseurs deest ni, D est également ni. Vu queD est ni, cet

ensemble admet un maximum, noté. Le nombred n'est autre quegcd(@a; b.

1.4.2
a) f1,2,4,8; 169,
b) f1;3;5; 159,
c) fig.

1.4.3
a) 5
b) 3

c) 1
144 17

1.4.5 21331 =83 257et 43947 =3 3 19 257
On peut donc écriregcd(2133143947) = 257

1.4.6 210632=2 2 2 113 233et 423137 =11 11 13 269
On peut donc écriregcd(2133143947) = 1

1.4.7 Soitm2 Ntelquemjnetmj(n+1). Le nombrem doit alors diviser la di érence
(n+1) n. Ce qui fait guem j 1. Cela impliqgue nalement quem = 1. On a donc

gcdin;n+1)=1.
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1.4.8 Supposons quea j b. Dans ce casa est un diviseur commun dea et b. C'est

forcément le plus grand, car sil j a, alorsd a.

1.4.9 Notonsd = gcd(a;b. On sait quedjaetdjb ce quifaitquedja retdjb r.

Par conséquentdj(a r + b s). Finalement,dj 1 et doncd=1.

1.5.1 Soit n un nombre entier composé. Cela signi e que = a baveca et bdes entiers

di érents de 1. Supposons que > P n et queb > P n. On peut, dans ce cas, écrire que
ab> P n P n = n, ce qui est contradictoire. L'un des deux facteurs est dondus petit
ou égal ap n.

15.2

2 3 5 7 11 13 17 19 23 29
31 37 41 43 a7 53 59 61 67 71
73 79 83 89 97 101 103 107 109 113

127 131 137 139 149 151 157 163 167 173
179 181 191 193 197 199 211 223 227 229
233 239 241 251 257 263 269 271 277 281
283 293 307 311 313 317 331 337 347 349
353 359 367 373 379 383 389 397 401 409
419 421 431 433 439 443 449 457 461 463
467 479 487 491 499

153

def listePremiers(borne):

liste_premiers = list(range(3, borne, 2))

liste_premiers = [2] + liste_premiers

r = int(borne**(1/2))

n=3
j=1

t = len(liste_premiers)
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while n <= r:
for i in range(j + n, t, n):
if liste_premiersli]:
liste_premiers[i] = 0
j+=1
while not liste_premiers][j]:
j+=1

n = liste_premiers]j]

premiers = []
for p in liste_premiers:
if p:
premiers.append(p)

return premiers
1.5.4 4841 =103 47

1.5.5 Vu que P 521' 2283 si 521 n'admet pas de facteur premier inférieur a 22, c'est

un nombre premier. Aucun des nombres de la liste
(2;3;5;7;11,13,17,19)
n'‘étant un diviseur de 521, c'est un nombre premier.

1.5.6 On donne ci-dessous la liste des facteurs premiers de chagambre:

a) (2,2,2,5;5) e) (5;7) ) (23,31) m) (59; 83)
b) (2;3;5;5) f) (7;11) ) (3L37) n) (71;89)
) (2:2,2,2,2,2,2) 9) (11,13) K) (11;43) 0) (37;43)
d) (2;2;41) h) (17;19) ) (17;29) p) (17;53)

1.6.1 Pourtoutl a 6,onaa® 1 mod7
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1.6.2 Pourtoutl a 16, onaa® 1 mod17

1.6.3 On peut émettre I'hypothése que sp est premier, alorsa® a mod p. C'est un

théoreme, appelé le petit théoreme de Fermat .
1.64

4 5 6 7
0O 0 0O
4
8

8 10 11 12 13 14
0
5 6 7 8
1
9
2

0O 00 0O
10 11 12 13 14
5 7 911 13
12 0 3 6 9 12
1014 3 7 11
510 0 510

3

1

w ©O© o ©

10 12 14
12 0 3 6
12 1 5 913
10 0 510 0 510
12 3 9 0 612 3

co o A N O DN
© OO W O W
(o))

© O

0 612 9
14 613 512 411 310 2 9 8
1 9 210 311 412 513 614 7
312 6 0 9 312 6 0 9 312 6
5 010 5 010 5 010 5 010 5
7 4
9 3

2

1

© 00 N o o0~ W N - O
© 0 N o o~ WON P O BB

[EY
o
AN
o

[EEN
=
=
=

31410 6 213 9 5 112 8

[ERN
N

12 6 3 012 9 6 3 012 9 6
1311 9 7 5 3 1141210 8 6 4
2

1413121110 9 8 7 6 5 4 3

H
w
O O O O O O O O 0o o o o o o o o

14

1.6.5 Comme on peut le voir dans la table de multiplication établi& I'exercicel.6.4 le
nombre 1 se trouve a l'intersection de la ligne numéro 13 et tiecolonne numéro 7. Cela

signie que7 13 1 mod 15et que donc, modulo 15, l'inverse de 13 est 7.
1.6.6 La liste de tous les nombres inversibles modulo 15 est la @ante:
(1;2;4;7;8;,11,13 14)

1.6.7 Soit (1;2;4;7;8;11;,13,14) la liste des nombres inversibles d&;5 et a un nombre

de cette liste. Il a 8 nombres inversibles. On construit uneomivelle liste comme suit:

"=(a la 2a 4,a 7,a 8a 1la 13a 14)
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\Voyons pourquoi cette liste ne compte que des éléments distis: Soita z; et a z, deux

éléments de et supposons que
a zz modl5=a z mod 15
Notons encorea’ l'inverse dea modulo 15. On a alors
a®az modis=a’ a z mod 15

ce qui veut dire que

z; mod 15=2z, mod 15

vu quea’ a mod 15 = 1. Cela signi e que siz; 8 z,, alorsa z, 6 a z,, modulo 15 bien
entendu.

La liste © compte donc 8 éléments, tous inversibles, vu que l'inverse d z est donné
par z° a°si z° désigne l'inverse de modulo 15. On peut donc dire qué est la liste des
inversibles deZ;s, éventuellement placés dans un ordre di érent.

Cela signi e que

12478111314 ala2ad4da7a8allal3ald mod1i1s

et donc que

1247 8 11 1314 1 2 47 8 11 13 14 a a a a a a a a mod 15

Aprés simpli cation, on obtient 1  a® mod 15 La simpli cation est possible vu que

tous les nombres impliqués dans I'écriture ci-dessus somsdinversibles.
1.6.8

2 3 4 5 6 7 8 91011 12 13 14 15 16 17 18 19 20
O 0O0OO0OO0OOOOOOOOOOTOOTQOTG OODO
2 3 4 5 6 7 8 91011 12 13 14 15 16 17 18 19 20
4 6 8101214161820 1 3 5 7 9 11 13 15 17 19
6 9121518 0 3 6 9121518 0 3 6 9 12 15 18
8121620 3 7111519 2 6101418 1 5 9 13 17
101520 4 91419 3 81318 2 71217 1 6 11 16

gaa A W N BB O
O O O o o o o
g A W N P O B
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6 0 61218 3 915 0 61218 3 915 0 61218 3 9 15

7 0 714 0 714 0 714 0 714 0 714 0 714 0 7 14
8 0 816 31119 614 1 917 41220 715 210 18 5 13
9 0 918 615 312 0 918 615 312 0 918 6 15 3 12
10 01020 919 818 717 616 515 414 313 212 111
11 011 112 213 314 415 516 617 718 8 19 9 20 10
12 012 315 618 9 012 315 618 9 012 315 618 9
13 013 51810 215 72012 417 9 114 61911 316 8
14 014 7 014 7 014 7 014 7 014 7 014 7 014 7
15 015 9 31812 6 015 9 31812 6 015 9 31812 6
16 01611 6 11712 7 21813 8 31914 9 4201510 5
17 01713 9 5 1181410 6 2191511 7 3201612 8 4
18 0181512 9 6 3 0181512 9 6 3 0181512 9 6 3
19 01917151311 9 7 5 3 1201816141210 8 6 4 2
20 02019 18 1716 151413121110 9 8 7 6 5 4 3 2 1

1.6.9 On voit dans la table quel3 13 1 mod 21 Le nombre 13 est son propre inverse

dansZ,;.

1.6.10 (1;2;4;5;8;10,11; 13 16;17;19; 20)

1.6.11 Il y a 12 inversibles dansZ,;. Un argument analogue a celui donné a l'exercice

1.6.7donne la congruenc@?> 1 mod 21si a est inversible.

1.6.12

a) 25 mod 133

251 mod 133 = 25
2572 mod 133 = 93
25" mod 133 = 4

25 * 4 mod 133 = 100

b) 106> mod 133
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100" mod 133 = 100
100”2 mod 133 = 25
10074 mod 133 = 93
100"8 mod 133 = 4
100716 mod 133 = 16
100732 mod 133 = 123
100764 mod 133 = 100
100 * 100 mod 133 = 25

c) 107 mod 133
10771 mod 133 = 107
10772 mod 133 = 11
10774 mod 133 = 121
107 * 121 mod 133 = 46

d) 46*° mod 133
46”1 mod 133 = 46
46”2 mod 133 = 121
464 mod 133 = 11
46”8 mod 133 = 121
46”16 mod 133 = 11
4632 mod 133 = 121
4664 mod 133 = 11
46 * 11 mod 133 = 107

e) 234° mod 667

23471 mod 667 = 234
234"2 mod 667 = 62

23474 mod 667 = 509
23478 mod 667 = 285
234716 mod 667 = 518
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f)

9)

h)

234732 mod 667
234”64 mod 667
234 * 82 mod 667

447° mod 667

4471 mod 667
44772 mod 667
4474 mod 667
4478 mod 667
447716 mod 667
447732 mod 667
44764 mod 667

190
82
= 512

447
376
639
117
349
407
233

447 * 233 mod 667 = 99

99" mod 667

99”1 mod 667
992 mod 667
99"4 mod 667
998 mod 667
99716 mod 667
99732 mod 667
9964 mod 667 =
997128 mod 667 =
997256 mod 667 =

9
4
2
6

99 * 59 * 639 * 117 mod 667 = 447

664° mod 667

664”1 mod 667
6642 mod 667
664"4 mod 667
664"8 mod 667

9
63
62
10
581
59
146
639
117

664

81
558
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664716 mod 667 = 542
66432 mod 667 = 284
664764 mod 667 = 616

664 * 616 mod 667 = 153

1.6.13 Soitp=23 et q=31. On donne encoree=17.

a) Calculerd, l'inverse deemodulo(p 1) (g 1)=22 30 =660,

b)

d)

660 = 1 * 660 + (0) * 17

17 = 0 * 660 + (1) * 17

14 = 1 * 660 + (-38) * 17
3 =-1*660 + (39) * 17
2 =5 %660 + (-194) * 17

1 =-6*660 + (233) * 17
Ecrire la clef privée correspondante :
(23;31;233)
Ecrire la clef publique correspondante::
(713;17)
Chirer le message m =333 en utilisant la formule

e

c=m® modn

sin=p q

333" = 333
33372 = 374
33304 = 128
333"8 = 698
33376 = 225

333 * 225 = 60
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e) Retrouver le message a partir du chi rec en utilisant la formule

m=c" modn

60"l = 60

6072 = 35

60" = 512

60"8 = 473

60716 = 560

60732 = 593

60764 = 140

607128 = 349

60 * 473 * 593 * 140 * 349 = 333

f) Chirer m =555,

55571 = 555
55572 = 9
5557 = 81
55578 = 144
555716 = 59

555 * 59 = 660

g) Déchirer c=100.

100"1 = 100
10072 = 18

100" = 324
10078 = 165
100716 = 131
100132 = 49
100"64 = 262

1007128 = 196
100 * 165 * 49 * 262 * 196 = 41



32 OCI Mathématiques

1.6.14 Soitp=13 et q=19. On donne encoree=11.

a) Calculerd, l'inverse deemodulo(p 1) (g 1)=12 18 =216

216 = 1 * 216 + (0) * 11
11 = 0 * 216 + (1) * 11

7 =1*216 + (-19) * 11
4 = -1*216 + (20) * 11
3 =2 * 216 + (-39) * 11
1 =-3*216 + (59) * 11

b) Ecrire la clef privée correspondante :

(13;19;59)

c) Ecrire la clef publique correspondante:

(247;11)

d) Chirer le message m =123 en utilisant la formule

c=m® modn

sin=p q

1237 = 123
12372 = 62
1237 = 139
12378 = 55

123 * 62 * 55 = 24
e) Retrouver le message a partir du chi rec en utilisant la formule
mod n

m=2¢C

24" = 24
2472 = 82
24" = 55
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24"8 = 61
24"16 = 16
24732 = 9

24 * 82 *61 *16 *9 = 123

f) Chirer m =222.

222"1 = 222
22272 = 131
222" = 118
222"8 = 92

222 * 131 * 92 = 40

g) Déchirer c=55.

95" = 55
5572 = 61
55" = 16
5578 = 9
55716 = 81
55732 = 139

55 * 61 * 9 * 81 * 139 = 139

1.6.15 Soitp=7 et g=23. On donne encoree=5.

a) Calculerd, linverse deemodulo(p 1) (g 1)=6 22=132

132 =1 * 132 + (0) * 5
5=0%*132 + (1) * 5
1% 132 + (-26) * 5
1=-2%*132+ (53) * 5

N
I

b) Ecrire la clef privée correspondante :

(7:23;53)



34 OCI Mathématiques

c) Ecrire la clef publique correspondante:

(161;5)

d) Chirer le message m =111 en utilisant la formule

e

c=m°® modn

sin=p g

1117 = 111
11172 = 85
1117 = 141

111 * 141 = 34

e) Retrouver le message a partir du chi rec en utilisant la formule

m=c¢ modn
34" = 34
3472 = 29
34" = 36
3478 = 8
34"16 = 64
34732 = 71

34 * 36 *64 * 71 =111

f) Chirer m =22.

22" = 22
22"2 =1
22" =1
22 * 1 =22

Le chire est identique au message. C'est une situation ciifue, a éviter.

g) Déchirer c=100.
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100"1 = 100
10072 = 18
10074 = 2
10078 = 4
100"16 = 16
100732 = 95

100 * 2 * 16 * 95 = 32






Chapitre 2

Algorithmique

2.1 Chaines de caracteres

2.1.1 Creéer une chaine de caractéres qui contiendra votre prénotrnwetre nom, sépares
par un espace.

2.1.2 En utilisant I'opérateur d'indicage ( slice operator en anglais), faire a cher a
la console votre prénom.

2.1.3 En utilisant I'opérateur d'indicage, faire a cher a la console votre nom.

2.1.4 En utilisant l'opérateur slice et la concaténation, faire acher a la console
votre nom complet sous la forme suivante :

Nom, Prenom
2.1.5 Faire a cher la longueur de votre prénom.

2.1.6 On déclare deux variables comme ci-dessous:

s ="s
p="

En utilisant la concaténation et la répétition, soit les opgateurs + et *, écrire une expres-
sion dont I'évaluation donne la chaine de caracteresississippi

37
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2.1.7 A l'aide de la fonctioninput , demander a l'utilisateur son nom et son prénom et
faire a cher un message contenant ces deux informations. A@s exécution du programme,
on obtient les lignes ci-dessous::

Donner votre prénom : Gérard
Donner votre nom : Manvussat
Bonjour, Gérard Manvussat. J'espere que vous allez bien.

2.1.8 A l'aide de la fonctioninput , demander a l'utilisateur de donner un symbole et
un nombre entier positifn. Faire ensuite a cher n lignes aved fois le symbole sur la ligne
i. Aprés exécution du programme, on obtient les lignes ci-deals :

Donner un symbole : *
Donner un nombre entier : 5

*
**
**k%
*kkk

*kkkk

2.1.9 A l'aide de la fonctioninput , demander a l'utilisateur de donner un symbole et
un nombre entier positifn. Faire ensuite a cher n lignes avecn i+ 1 fois le symbole
sur la lignei. Apres exécution du programme, on obtient les lignes ci-cems :

Donner un symbole : #
Donner un nombre entier : 7
HtHHHHH

HitHH

HtHHH#

HtHHH

Htt

#it

#
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2.1.10 On déclare une chaine de caractéres comme ci-dessous:
mot = "SUPERCALIFRAGILISTIC"

En utilisant l'opérateur slice et une boucle for , faire a cher a la console les lignes
ci-dessous:

S

SuU

SUP

SUPE

SUPER

SUPERC

SUPERCA

SUPERCAL
SUPERCALI
SUPERCALIF
SUPERCALIFR
SUPERCALIFRA
SUPERCALIFRAG
SUPERCALIFRAGI
SUPERCALIFRAGIL
SUPERCALIFRAGILI
SUPERCALIFRAGILIS
SUPERCALIFRAGILIST
SUPERCALIFRAGILISTI
SUPERCALIFRAGILISTIC

2.1.11 En utilisant la méthode count, trouver le nombre de"s" qu'il y a dans le mot
"mississippi”

2.1.12 En utilisant la méthode count, trouver le nombre de fois que la lettréé" appa-
rait dans le mothétérogénéité .
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2.1.13 En utilisant la méthode count, trouver le nombre de fois que la lettre'e",
accentuée ou non, apparait dans le texte ci-dessous:

Un chemin creux s'enfongait. Tout disparut. L'homme avait
a droite une palissade, quelgue mur de grosses planches
fermant une voie ferrée ; tandis qu'un talus d'herbe s'él
evait a gauche, surmonté de pignons confus, d'une vision
de village aux toitures basses et uniformes. Il fit envir

on deux cents pas. Brusquement, a un coude du chemin, le
s feux reparurent prés de lui, sans qu'il comprit davanta

ge comment ils brdlaient si haut dans le ciel mort, parei

Is a des lunes fumeuses. Mais, au ras du sol, un autre sp
ectacle venait de l'arréter. C'était une masse lourde, un

tas écrasé de constructions, d'ou se dressait la silhoue

tte d'une cheminée d'usine ; de rares lueurs sortaient de

s fenétres encrassées, cing ou six lanternes tristes étai

ent pendues dehors, a des charpentes dont les bois noirci
s alignaient vaguement des profils de tréteaux gigantesqu
es ; et, de cette apparition fantastique, noyée de nuit e

t de fumée, une seule voix montait, la respiration grosse

et longue d'un échappement de vapeur, qu'on ne voyait po
int.

2.1.14 Dans la chainemississippi , remplacer toutes les occurences dss" par "ox" .
2.1.15 Trouver l'indice de la premiére occurence d§" dansmississippi

2.1.16 Faire acher le mot "python" en lettres majuscules et centré dans une chaine
de caracteres de longueur 20.

2.1.17 A l'aide d'une boucle, des méthodesenter , ljust , rjust et de l'opérateur de
concaténation, faire a cher les dix premiéres lignes du liket 13 comme ci-dessous:

1*13 =13
2 *13 = 26
3 *13 =39
4 * 13 = 52
5 * 13 = 65
6 *13 =78
7 *13 =091
8 * 13 = 104
9 * 13 = 117
10 * 13 = 130
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2.2 Boucles et conditionnelles

2.2.1 Faire a cher les 30 premiers nombres entiers.

2.2.2 Faire acher les 25 premiers carrés.

2.2.3 Faire a cher les 25 premiers cubes.

2.2.4 Faire a cher les nombres impairs compris entre 231 et 247.

2.2.5 Faire acher les carrés compris entre 200 et 300.

2.2.6 Faire a cher 30 nombres entiers générés aléatoirement.

2.2.7 Faire acher les 23 premiers multiples de 12. Décaler ceux gwont aussi des
multiples de 18.

2.2.8 Faire générer un nombre aléatoire en boucle. Le programme éhe les multiples
de 5 et s'arréte apres avoir a ché 20 multiples de 5.

2.2.9 Ecrire un programme qui permet de déterminer si un nombre eptemier.

2.2.10 Faire acher les 100 premiers nombres. Décaler les nombresemiers.

2.2.11 Faire a cher 100 nombres choisis aléatoirement entre 1 et DODécaler ceux qui
sont des multiples de 5.

2.2.12 Ecrire un programme qui calcule les intéréts accumulés chagannée pendant
20 ans, par capitalisation d'une somme de 100 francs placéel®mnque au taux xe de
2:25%.

2.2.13 Créer un programmesomme.pyqui calcule la somme dem premiers entiers, des
n premiers carrés et des premiers cubes.
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2.2.14 Creéer un programmecarres.py quirenvoie la liste des carrés compris entre deux
entiers met n entrés par I'utilisateur.

2.2.15 Ecrire un programmemultiplication.py qui a che en colonne les 20 premiers
termes de la table de multiplication par 13, en signalant augssage a l'aide d'un décalage
vers la droite ceux qui sont également des multiples de 3.

2.2.16 Ecrire un programmemultiplication2.py qui a che en colonne lesn premiers
termes de la table de multiplication park, en signalant au passage a l'aide d'un décalage
vers la droite ceux qui sont également des multiples da. Les nombresn, m et k sont
des entiers.

2.2.17 Ecrire un programmemultiplication3.py qui calcule les 50 premiers termes
de la table de multiplication par 17, mais n'a che que ceux qusont des multiples de 7.

2.2.18 Ecrire un programmemultiplication4.py qui calcule lesn premiers termes de
la table de multiplication par k, mais n'a che que ceux qui sont des multiples deam.

2.2.19 Ecrire un programmetriple.py  qui a che une suite de 12 nombres dont chaque
terme soit égal au triple du terme précédent.

2.2.20 Une légende de I'Inde ancienne raconte que le jeu d'échecdé&igventé par un
vieux sage, que son roi voulut remercier en lui a rmant gqu'illui accorderait n'importe
quel cadeau en récompense. Le vieux sage demanda qu'on lurrfizsse simplement un
peu de riz pour ses vieux jours, et plus précisément un nomtate grains de riz su sant
pour que I'on puisse en déposer 1 seul sur la premiére casealuqu'il venait d'inventer,
deux sur la suivante, quatre sur la troisiéme, et ainsi de $eijusqu'a la 64e case. Ecrivez
un programme Python qui a che le nombre de grains a déposer sghacune des 64 cases
du jeu. Calculez ce nombre de deux manieres :

le nombre exact de grains (nombre entier);
le nombre de grains en notation scienti que (nombre réel).
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2.3 Solutions des exercices

211
212
213
214
2.15
2.1.6
2.1.7
2.1.8
2.1.9
2.1.10
2111
2.1.12
2.1.13
2.1.14
2.1.15
2.1.16
2.1.17
221

222
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2.2.3

224

2.2.5

2.2.6

2.2.7

2.2.8

2.2.9

2.2.10

2211

2.2.12

2.2.13

2.2.14

2.2.15

2.2.16

2.2.17

2.2.18

2.2.19

2.2.20



Chapitre 3

Graphes

3.1 Genéralités
3.1.1 \Voici le plan des bus de notre région.

Lignes de bus :

Vevey - Montreux - Chillon - Villeneuve - Rennaz

N

[F] Pra - Vevey Gare - Charmontey
La Tour-de-Peilz - Crausaz
Montreux Casino - Chailly P+R
Montreux Casino - Le Taux

Chatel-St-Denis o AT

Montreux Casino - Les Planches
La Tour-de-Peilz - Chailly P+R - Mottex - Blonay
La Tour-de-Peilz - Chailly P+R - Fontanivent - Blonay

5
B

N
S
=3

Bel-Air - Perrausaz - Vevey Gare

Villeneuve Gare - Centres Commerciaux
Vevey - Corsier-sur-Vevey - Corseaux
Vevey - Fenil / Nant

Vevey - La Chaux - Chétel-St-Denis
Vevey - St-Légier

:

Blonay Gare
o

N
S
3

Vevey - La Chaux - Bossonnens

d'En-Haut

Plateau
Q de la Veyre

Mon Désir,
o)

&
70
(

& & Vuaremnes g

) & QSN
q'}o>oo o o o «‘sx'}} Belmont
bQ‘\\-g,Qbé";oyODonnaz e ) 3
8O QY ocerisiers Thorens & Vernex-
S e a Dessus
$ RO @ arens &
s y O S Gare
& o<o—0 < S Ffl  Jamandy
& o El S—0—0 o
& ¢ & &
o
212 B
o4

Valable dés le 15.12.19

a) Ce plan est-il un graphe?

b) Que représentent les sommets ?

c) Que représentent les arétes ?

d) Ce graphe est-il connexe ?

e) Ce graphe est-il simple ou orienté ?

f) Quel est le degré du sommeGilamont ? du sommetVevey Gare?

45
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3.1.2 Dessiner un graphe représentant les amitiés suivantes parmuoatre personnes :
John est ami avec Joan and Jill, mais pas avec Jack;
Jack est ami avec Jill, mais pas avec Joan;

Joan est amie avec Jill.

3.1.3 Dessiner le graphe suivant : les sommets sont les faces d'ube; deux sommets
sont reliés si les faces correspondantes ont une aréte due@n commun.

3.1.4 On a six wagons a trier. Dans la gare de triage, les wagons emtr dans I'ordre 2,
5, 3, 6, 1, 4 et doivent sortir dans l'ordre croissant.

Deux wagonsi etj peuvent étre mis sur la méme voie si et seulement s'ils enttetans
I'ordre dans lequel ils doivent sortir.

Dessiner un graphe illustrant la situation, en indiquant cejue représentent les sommets
et les arétes de votre graphe.

Quel sera le nombre minimal de voies nécessaires au tri?

3.1.5 (Les sept ponts de Konigsberg)

Au XVllle siécle les habitants de Kénigsberg aimaient se pneener le dimanche et traver-
ser les di érents ponts de leur ville. lls se demandaient Eleur était possible de parcourir
la ville en empruntant chacun des 7 ponts une fois et une seule

EIS=

S

N

Un promeneur veut traverser, une fois et une seule, chacunsdgept ponts de la ville.
a) Peut-il trouver un itinéraire tel que la région d'arrivéesoit la méme que celle de
départ ?

b) Peut-il trouver un itinéraire tel que les régions d'arriée et de départ soient dis-
tinctes ?

3.1.6 (Cavaliers sur un échiquier 3 x 3)

Dans le jeu d'échecs la piece dont le déplacement est le plasnpliqué est le cavalier.
Les possibilités de déplacement d'un cavalier sur un échigusont indiquées sur la gure
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ci-dessous.

On considere maintenant le mini échiquier 3 x 3 de la gure aessous ou sont placés
deux cavaliers blancs et deux cavaliers en couleur.

Est-il possible de permuter les deux cavaliers blancs et l@sux cavaliers en couleur ?

3.1.7 Démontrer le théoréme des poignées de main : La somme des degrés des
sommets d'un graphe est égale a deux fois le nombre d'arétes.

3.1.8 Est-il possible de relier 15 ordinateurs de sorte que chagappareil soit relié avec
exactement trois autres ?

3.1.9 Montrer que dans un groupe formé de six personnes, il y en a eggairement trois
qui se connaissent mutuellement ou trois qui ne se connaigspas (on suppose que si A
connait B, B connait également A).

Montrer que cela n'est plus nécessairement vrai dans un gpmide cing personnes.

3.1.10
a) Quel est 'ordre du graphe ci-dessous ?
b) Quel est le degré du sommet 1? du sommet 4 ?
c) Quels sont les sommets adjacents au sommet 2 ? au sommet 6 ?

d) Il y a deux sommets adjacents chacun a quatre autres somrmeetesquels ?
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3.1.11 Ecrire tous les chemins reliant ay sur le graphe donné ci-dessous. Donner la
longueur des chemins trouvés.

L

Rappel: un chemin est une chaine telle que chaque aréte de celleeti parcourue une et
une seule fois.

3.1.12 Dessiner :
a) un graphe connexe avec 8 sommets;
b) un graphe non connexe avec 8 sommets et deux composantes;

c) un graphe non connexe avec 8 sommets et trois composantes.

3.1.13
a) Le grapheG ci-dessous est-il complet?
b) Est-il connexe ?
c) Trouver tous les sous-graphes complets @& (donner la liste de leurs sommets) ?

d) Trouver un chemin de longueur 4 pour aller du sommet 1 au sonet 5 sans passer
deux fois par le méme sommet.

e) Peut-on trouver un cycle comprenant le sommet 1?
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3.1.14 Construire un graphe dont la suite des degrés est (1, 1, 1, 2,32 4, 5, 5).

3.1.15 Construire un grapheconnexe dont la suite des degrés est (1, 1, 2, 3, 3, 4, 4, 6).

3.1.16 Construire un grapheconnexe dont la suite des degrés est (1, 1, 1, 2, 2, 2, 4, 5,
5).

3.1.17 Soit G un graphe. On dit queG est r-regulier si chaque sommet d& est de
degrér. On a le résultat suivant: SiG estr-régulier et qu'il an sommets, alorsG an r=2
arétes.

Véri er ce résultat sur les graphes réguliers suivants:

3.1.18
a) Prouver qu'il n'y a pas de graphe 3-régulier a sept sommets
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b) Prouver que, sin et r sont les deux impairs, il n'y a pas de graphe-régulier avec
n sommets.

3.1.19 Dessiner les 11 graphes simples non étiquetés d'ordre 4.
3.1.20 Dessiner tous les graphes simples non étiquetés d'ordre |5 en a 34.

3.1.21 Notons Cs le graphe cyclique d'ordre 5 eCs son complémentaire. Montrer que
C5 ' 65

ou, autrement dit, que ces deux graphes sont isomorphes. M@n ensuite qu'il n'y a pas
d'autre graphe cyclique isomorphe a son complémentaire.

3.1.22 Soit G un graphe a sommets. Montrer que siG' G alors ou 1 est un
multiple de 4.

3.1.23 Vu qu'il y a un nombre impair de graphes a quatre sommets, l'ud'entre eux
doit étre auto-complémentaire , c'est a dire isomorphe a ean complémentaire. Duquel
s'agit-il ?

3.2 Graphes eulériens

3.2.1 Soit le graphe de Petersen représenté ci-dessous.
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Parmi les graphes représentés ci-dessous, quels sont ceuixsgnt un sous-graphe du
graphe de Petersen?

Le graphe de Petersen (1839-1910, mathématicien danois)tesn théorie des graphes, un graphe particu-
lier possédant 10 sommets et 15 arétes. Il s'agit d'un petit taphe qui sert d'exemple et de contre-exemple
pour plusieurs problémes de la théorie des graphes (Wikipéal).

3.2.2 Soit le graphe ci-dessous.

a) Pourquoi le graphe ci-dessus n‘admet-il pas de cycle aidé ?

b) Pourquoilecyclel 2 4 3 2 5 1 6 n'est-il pas une chaine eulérienne
pour ce graphe?

c) Trouver une chaine eulérienne d'origine 4.

d) On ajoute une aréte de 1 a 4. Montrer gu'il est alors possilde trouver un cycle
eulérien.
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3.2.3 Soit le graphe ci-dessous.

a) Ce graphe admet-il une chaine eulérienne ? Justi er la répse. Si oui donner une
telle chaine.

b) Ce graphe admet-il un cycle eulérien ? Justi er la répons&i oui donner un tel cycle.
3.2.4 Les graphes ci-dessous sont-ils eulériens (ou semi-eal&s) ?
D D N i

N

3.2.5 Les graphes ci-dessous admettent-ils un cycle eulérien melchaine eulérienne ?

G/
N

3.2.6 Une cheévre, un chou et un loup se trouvent sur la rive d'un ewy; un passeur
souhaite les transporter sur l'autre rive mais, sa barque ant trop petite, il ne peut

transporter qu'un seul d'entre eux a la fois. Comment doittiprocéder a n de ne jamais
laisser ensemble et sans surveillance le loup et la chévr@saque la chevre et le chou?
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3.2.7 Montrer que les deux graphes représentés ci-dessous samisrphes.
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3.3 Arbres

3.3.1 Dessiner tous arbres non étiquetés a 6 sommets ou moins.

3.3.2 En ajoutant a chaque arbre a 6 sommets une aréte a la fois, eticde toutes les
fagons possibles, dessiner les 11 arbres a 7 sommets.

3.3.3 En ajoutant a chaque arbre a 7 sommets une aréte a la fois, eticde toutes les
fagons possibles, dessiner les 23 arbres a 8 sommets.

3.3.4 On considere les deux graphes ci-dessous:

>

Pour chaque graphe

a) dessiner tous les arbres couvrants étiquetés;

b) indiquer ceux qui sont isomorphes.
3.3.5 Trouver tous les arbres couvrants non isomorphes #e;s.

3.3.6 Une forét est un graphe non forcément connexe dont chacune des compites
connexes est un arbre.

a) Soit G une forét an sommets etk composantes connexes. Donner le nombre d'arétes
de G.

b) Construire une forét a 12 sommets et 9 arétes.

c) Est-il vrai que toute forét a k composantes connexes a au moi2k sommets de
degré 17?

3.3.7 Par l'absurde, démontrer que la suppression d'une aréte d'uarbre ne peut le
déconnecter en plus de deux composantes connexes.

3.3.8 Par l'absurde, démontrer que l'ajout d'une aréte a un arbre a1 peut créer plus
d'un cycle.
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3.3.9 Pour le graphe pondéré ci-dessous, trouver un arbre couvtale poids minimum.

=
/(@ 8 F 7 <I—D\

4 2 9
@< 11 4 14 >D
8 / 7 6 \/\ \ 10
ARSI G
3.3.10 Pour le graphe pondéré ci-dessous, trouver un arbre couvtae poids minimum.

AR,
ey
e

ooy

8

3.3.11 Considérons le graph& ci-dessous.

(3—6—5 9 @
5

(D—1

B
e
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a) Déterminer un arbre de poids minimal dé&s a l'aide de l'algorithme de Kruskal.

b) Déterminer un arbre de poids minimal deG a l'aide de l'algorithme de Prim, en
partant du sommet initial Q .

3.4 Graphes valués : le chemin le plus court

3.4.1 Soit le graphe ci-dessous.

B
/@/ ’
5 5
8
3
4\
6
5

7

D

a) Quelle est la longueur du chemidh B C F E?

b) Déterminer le chemin de poids minimal relianF a B.

3.4.2 Soit le graphe ci-dessous.

B
/@/ N
9 5
13
8

3\
15

Déterminer le chemin de poids minimal relianA a E.
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3.4.3 Soit le graphe ci-dessous.

Utiliser l'algorithme de Dijkstra pour déterminer le plus ourt chemin entreA et G.

3.4.4 Le graphe présente un réseau routier entre di érents pointfune ville.

Chaque trongon est pondéré par le temps nécessaire, en mauytour le parcourir.

Utiliser l'algorithme de Dijkstra pour déterminer le(s) cremin(s) qui minimise(nt) le temps
pour aller deA a F.
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3.4.5 Soit le graphe ci-dessous:
7 /?\
4 %
9 3
5

1

6

3

4

A l'aide de l'algorithme de Dijkstra, trouver le chemin le plis court qui méne deS aT.

3.4.6 Soit le graphe ci-dessous:

A 25 /@
7 4 6 5
@{m @ w0
28 5 1
\é>f

2

3

A l'aide de l'algorithme de Dijkstra, trouver le chemin le plis court qui méne deS aT.

3.4.7 Soit le graphe ci-dessous:

A l'aide de l'algorithme de Dijkstra, trouver le chemin le plis court qui méne deS aT.
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3.4.8 Soit le graphe ci-dessous:

A l'aide de l'algorithme de Dijkstra, trouver le chemin le plis court qui méne deS aT.

3.4.9 Soit le graphe ci-dessous:

S 2 \/(§/ 2 KF\/ 6 T
8 6/\J 1/\/\6 2

A l'aide de l'algorithme de Dijkstra, trouver le chemin le plis court qui méne deS a T.
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3.4.10 Le graphe ci-dessous représente le plan d'un zoo. Le somietésigne son acces,
les autres sommets désignent les di érents secteurs aniieas de ce zoo.

Une aréte représente l'allée reliant deux secteurs et estnul@rée par la distance de par-
cours, exprimée en metres, entre ces deux secteurs. Lesagises sont données dans un
tableau.

AB | AC |AD |AE |BC |BD |BE |CD |CK |DE |DF |DH | EF | FK | HK

90 | 290| 175| 150| 185| 155| 180 | 120| 260 | 110 | 105| 220 | 135| 230 | 145

Les services de sécurité basés au sommetoivent intervenir dans le secteuK . Déter-
miner, a l'aide de l'algorithme de Dijkstra, l'itinéraire le plus court. Donner sa longueur
en metres.

3.4.11 Une région est munie d'un réseau de train représenté par leaghe ci-dessous.

Les stations sont symbolisées par les sommets A, B, C, D, E, E®. Chaque aréte
représente une ligne reliant deux gares. Le temps de parceuwmn minutes entre chaque
sommet ont été rajoutés sur le graphe.

(B —21—(E)
17
18 15
4 31
(D)
7 10
7
10 12
8

25

Déterminer, en minutes, le plus court chemin reliant la garB a la gare G.
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3.4.12 Un réseau de navettes gratuites est mis en place entre deskiags situés aux
abords de la ville et les principaux sites de la ville.
Le graphe ci-contre indique les voies et les temps des limsp en minutes, entre ces

di érents sites.

9 6 8.7
8—B) 6 4
4 3 5 10

a) Peut-on envisager un itinéraire qui relierait le parking? a la gare G en desservant
une et une seule fois tous les sites ?

b) Peut-on envisager un itinéraire qui emprunterait une et me seule fois toutes les
voies ?
c) Déterminer un trajet de durée minimale pour se rendre du pking P a la gare G.
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3.4.13 Soit le graphe ci-dessous:

RN

A )
\C\//\3\®/M )
AR

NN

A l'aide de l'algorithme de Dijkstra, trouver le chemin le plis court qui méne deX aH.
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3.5 Solutions des exercices

3.1.1 a) oui.
b) Un sommet représente une station (ou arrét) de bus.
c) Une arétes représente la route reliant deux stations cartatives.

d) Oui, on peut aller de toute station A (un sommet) a toute stdon B (un autre

sommet).

e) Orienté (cf ligne 202 par exemple).

f) 2et7.
3.1.2
Jill John
3.13
3 2
4 1
5 6

3.1.4 On représente les wagons par les sommets. Une aréte reliexdsammetsi et si

les wagond et ne peuvent pas étre sur la méme voie. On obtient le graphe @ssous.
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On voit que 1, 3 et 5 ne peuvent pas étre sur la méme voie. Il fadbnc trois voies au

minimum.

3.15 -

3.1.6 -

3.1.7 Considérons un graphe formé au départ d'un certain nombre® dommets et de
0 arétes. La somme des degrés est alors 0. Chaque fois que djmute une aréte a ce
graphe, la somme des degrés augmente de 2, vu que l'aréteer@lisommets entre eux.
Apres l'ajout de n arétes, la somme des degrés du graphe vaut doho. Vu que tout

graphe est obtenu par ce procédé, on obtient bien que la somdes degrés est le double

du nombre des arétes.

3.1.8 Considérons le graphe simple dont les sommets sont les 15imatkurs, les arétes
étant les liaisons entre ces ordinateurs. Si chaque apparest relié a exactement 3 ordi-
nateurs du réseau, les sommets du graphe sont tous de degrpam D'aprés un résultat
établi, un tel graphe doit posséder un nombre pair de sommele réseau ne peut donc
pas étre réalise.

Autrement dit, il n'est pas possible de relier 15 ordinatew de sorte que chaque appareil
soit relié avec exactement trois autres, car dans ce cas, tarsne des degrés serait égale

al5 3 =45 quin'est pas pair.

3.1.9 On suppose que 6 invités sont la, et que Jack en fait partie. Fai les 5 autres
invités, soit il y en a 3 qui le connaissent, soit 3 ne le consaent pas (par le principe des

tiroirs). Sans perte de généralité, on peut supposer que ¢ess invités connaissent Jack,
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et qu'ils s'appellent respectivement Karen, Natalie et Bly. Deux possibilités alors : soit
ces trois invités ne se connaissent pas (et on a notre trio gagt), soit il y en a au moins

deux qui se connaissent, et ils forment avec David le trio gagnt.

—

3.1.10
a) Le graphe est d'ordre 6 (6 sommets).
b) Le degré du sommet 1 : 3; du sommet 4 : 4.
c) Les sommets adjacents au sommet 2 : 1, 3, 4 et 6; au sommet 62 &t 5.

d) Les sommets adjacents a quatre sommets : 2 et 4.

3.1.11

longueur 3 :stzy;

longueur 4 :stzxy et svtzy :

longueur 5 :stzwxy, svtzxy et svutzy;
longueur 6 :svutzxy et svtzwxy ;

longueur 7 :svutzwxy.

3.1.12

Il y a plusieurs possibilités, par exemple :
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OO
A A

a) Il n'est pas complet, car le sommet 1 n'est pas relié au soratb, par exemple.

b) Il est connexe, car il est fait d'un seul morceau .

c) Gy =(2;5;3) et G, = (2;4; 3). Toute aréte du graphe est un graphe complet d'ordre
2.

d) Le chemin est donné par la suite de somme(%; 2; 4; 3;5) ; sa longueur est bien 4.

e) Il n'y a pas de cycle comprenant le sommet 1 vu que celui-ctele degré 1.

3.1.14 Par exemple :
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3.1.15 Par exemple :

3.1.16 C'est impossible, car tout graphe a un nombre pair de sommete degré impair.

3.1.17

3.1.18

3.1.19

3.1.20

3.1.21

3.1.22

3.1.23

3.2.1 Les deux premiers ne sont pas des sous-graphes du graphe der&en, alors que

le troisieme est un sous-graphe.

3.2.2
a) Les sommets 1 et 4 sont de degré impair.
b) Il manque l'aréte 6 4.
c)4 2 1 5 2 3 4 6 L

d4 2 1 5 2 3 4 6 1 4

3.2.3
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a) On remarque que le graphe est connexe et que tous ses somareeht de degré pair

sauf les sommets D et G.

Donc il existe une chaine eulérienne entre les sommets D et G.

b) Comme on I'a vu dans la question précédente tous les somselu graphe ne sont

pas pairs donc il n'y a pas de cycle eulérien.

3.2.4 Le graphe de gauche n'est évidemment pas eulérien puisquer monnexe. Celui
du milieu est eulérien car tous les sommets sont de degré p&elui de droite est semi-

eulérien, car seuls deux sommets sont de degré impair.

3.2.5 Le premier graphe admet une chaine eulérienne, parexempleB C D E A
B E.Ledeuxieme graphe admetuncycleeulérieh: G H | J F H J G | F.

Le troisieme graphe n'admet ni chaine, ni cycle eulérien.

3.2.6

3.2.7

3.2.8

3.3.1

3.3.2

3.3.3

3.34

3.3.5

3.3.6

3.3.7

3.3.8
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3.3.9
/(@ 8 (F) 7 <I—D\
4 2 9
@< 11 /@< 4 14 >D
8 7 6 \ 10
ROSE C——"
3.3.10

TR,
ey
e

Nbeody

3.3.11 Par exemple, pour l'algorithme de Prim.

(3)—6—(5 9 @
5

U~

34.1
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a) 4

b) F D B de poids 8

3.4.2
Le chemin de poids minimal reliantA aE estA F D E de poids égal a 16.

343 A B D Gdelongueur6

3.4.4 On obtient 3 chemins de 8 minutes :
ayA B E F
by A B D E F

o)A C D E F

3.4.5 Le chemin le plus courtesS B C T, de longueur 10.

3.4.6

S| T B |A] C D E

0] 1 1 1 1 1 1
1 135 | 75| 28 | 1 1
1 114 285 | 32y | 17,
1 165 | 175 | 174
1 175 | 17a
22 174
22p

Le chemin le plus court est S-A-B-D-T, de longueur 22.

3.4.7
S|A|B|C | D|E|F T
0|1 |1 |1 1 1 1 1
1s | 35| 65 | 1 1 1 1
3s | 6s | 3a | 6a | 1 1
58 |3a | 6a |6 | 1
S8 4y | 65 | 10
55 65 9E
6 | 9%
8¢

Le chemin le plus court est S-B-F-T, de longueur 8.

3.4.8
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S|A|B|C D E F T
0|1 |1 |1 1 1 1 1
4s | 6s | 7s | 1 1 1 1
6s | 7s | 11y | 9a | 1 1

Ts |11y | 92 [ 1% | 1

110 |92 |12 | 1

11, 11 | 18

11 | 18

17¢

Le chemin le plus court est S-A-E-F-T, de longueur 17.
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3.4.9
S|IA|B|C|D|E|F|G|H T
o1 (1|1 |1 |11 1 1 1
3|8 |[2s]1 |1 |1 |1 1 1
3s | 8 1 [3c |4 |1 1 1
8s 1 |3c |4 |1 1 1
8s 1 4c | 9 | 1 1
8s Sk 9% | 16- | 10:
8s % | b | 106
9% | b | 16
9 | 16
10¢

Le chemin le plus court est S-C-F-T, de longueur 10.

3.4.10

A B C D E F H K
0] 1 1 1 1 1 1 1
90a | 290y | 175 | 1504 1 1 1
27% | 175 | 1504 1 1 1
27% | 1754 28% 1 1
275g 280, | 39% 1

280p | 39% | 53%

395p | 51G

510k

Le chemin le plus court est A-D-F-K, de longueur 510.

3.4.11 Le plus court chemin est B-C-D-F-G. La longueur de ce chemistede 36 minutes.

3412 a) PBCEADFG

b) D'apres le théoréme d'Euler, il existe une chaine euléniee dans un graphe connexe
si et seulement si exactement zéro ou deux de ses sommets slentlegrés impairs.
Tous les sommets de ce graphe sont de degrés impairs sauf Fcdbn'existe aucun

itinéraire qui emprunte une et une seule fois toutes les vsie

c) Le chemin le plus rapide de P vers G est d'une durée de 21 ntiewi : P-C-B-D-G.
3.4.13

Le chemin le plus court est X-N-A-C-F-D-H, de longueur 14.



Chapitre 4

Vecteurs et matrices

4.1 \Vecteurs du plan
4.1.1 On donne ci-dessous des vecteurs Bé. Représenter ces vecteurs dans le plan.
a) x=(3;4) c) v=(4,5) e)y=(33)

b) u=(1; 1) dw=( 5 2 fyz=( 8;4)

4.1.2 E ectuer les calculs ci-dessous.

a) (1;5)+( 4:;6) d) (5; 15) (0;0) (1L 2 (3 1)
b) ( 1 1) ( 2; 2) e) (1;2) +(3;4) h) (8;15) (3;5)
c) (0;0)+(3;3) f) (3,5 (1,2 ) (32 G 2

4.1.3 On donne les vecteurs

5 4 1=2

Calculer les composantes des vecteurs suivants :

a) 3a 4b+c e) a 2b+2c
b) a 2b+%c 2 (@ h+2 (b o
c) 5a 3b 8c g 2a 3bt+t4c
d@ b (b o© h) (a+2b+(b 2c¢)

73
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4.1.5 On considere la gure suivante

a) Re
I

XS
R
R
XL

eésenter les vecteurs suivants, dont les composansesit données relativement
aseB = (&;8&)

N
% K

o

pr
alab
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4.1.6 Relativement a une basd8 de V,, on donne les vecteurs

2 #_ 3 12
%_4,b_9et%_6

#
Calculer les nombrek et m tels quek% +mb = %.

4.1.7 Soit

Calculer les composantes du vectedt si

#
b33 ﬁ—o-g §+§% 24:
4 8 7 12 3 '
4.1.8 On donne les vecteurs
_ 1 _ 1 _ 4 _ 4
a= 1 b= 4 c= 4 et d= 1
On donne encore la matrice
_ 0 1
M= 1 0

a) Dessiner les vecteurs, b, c et d.

b) Dessiner le polygonéBCD .

c) Dessiner les vecteura®= M a, =M b ®=M cetd=M d.
d) Dessiner le polygonédB D

419 On donne les vecteurs

a= o o 1 5

On donne encore la matrice

a) Dessiner les vecteurs, bet c.
b) Dessiner le polygonéBC.
c) Dessiner les vecteura®= M a, =M betc®=M c.

d) Dessiner le polygoneA®B P
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4.1.10 On donne les vecteurs

a= 5 X b=

On donne encore la matrice
M =

a) Dessiner les vecteurs, b et c.
b) Dessiner le polygonéABC.

c) Dessiner les vecteura®= M a, =M betc®=M c.

d) Dessiner le polygoneA®B P

4.1.11 On donne les vecteurs

_ A 0
az B i obe O
On donne encore la matrice
p_
_ &=
M = 1=p2§

a) Dessiner les vecteurs, b et c.
b) Dessiner le polygonBC.

c) Dessiner les vecteura®= M a, =M betc®=M c.

d) Dessiner le polygoneA®B C°.

4.2 Calcul matriciel

4.2.1 Calculer les produitsAB suivants:

gas 11 a- 0
b) A= l1 22 . B= ég
c) A= ;33 . B= 21?
d) A= 21 31 . BS 23i
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4.2.2 On considere les matrices

A= 11 B =

2 2 1 1
21 -0 1

et C= 1 1
Calculer :AB,AC,AB+AC,B+C,A(B+C),A+B, (A+B)? A% B2 A?+2AB + B?,
C?,C3etC"(n2 N).

42.3 On donneA = i 11 . Déterminer toutes les matricesB carrées d'ordre 2
telles queAB = BA.

424 SoitA = é 11 etB = 1 i . Montrer que (AB)(AB) = AB.

425 Soit , , , desnombres réelsh = etB = . Montrer
que AB = BA.

4.2.6 SoitA = 2 8 . Trouver une matriceB telle que AB 6 0 et BA =0.

4.2.7 On considere les matrices

_ 0 a . _ 1 a . _ 01 _ 11
N="90 Y 01+ R= 1o ©T= 45
Pour tout entier n 1, calculer :N", U", R" et T".
4.2.8 On considere les matrices
1 2 _ 2 0
A= 5 1 et B= 11

Calculer :A B, A B, (A B), B A et B+ A.
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4.3 Solutions des exercices
41.1
41.2
4.1.3

4.1.4

416 k=3;m=2
4.1.7
4.1.8
4.1.9
4.1.10
41.11
421
422
423 B =
4.2.4

4.2.5

Q

4.2.6 8 ,aveca2 R etc2 R.

(@]

4.2.7

4.2.8
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